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複素ベクトル空間 \mathbb{C}^{n} の旗多様体 Fl (\mathbb{C}^{\mathrm{n}}) は \mathbb{C}^{n} の線形部分空間の列全体の成す空間とし
て次のように定義される :
Fl (\mathbb{C}^{n}) = {  V_{0}\subset 巧欧 . . . \subset V_{n} | V_{i} は \mathbb{C}^{n} の線型部分空間で \dim_{\mathbb{C}}V_{i}=i }.
Hessenberg variety は旗多様体Fl (\mathbb{C}^{n}) の代数的部分集合であり,Springer fiber やPeterson
variety, ルート系に付随するトーリック多様体といった,Fl (\mathbb{C}^{n}) のよく知られた部分多様
体を統一的に記述する.
特に regular nilpotent Hessenberg variety と呼ばれるものは,旗多様体と Peterson variety
を含むクラスであり,旗多様体の幾何やトポロジーを自然に継承していることが近年の様々
な研究から分かってきた.本稿では,regular nilpotent Hessenberg variety の射影埋め込み
と特異コホモロジー環の関係について考察する.これはLauren DeDieu 氏 (McMaster大
学 ) , Federico Galetto 氏 (McMaster 大学) , 原田芽ぐみ氏 (McMaster 大学) との共同
研究である ([1]) .
2 Regular nilpotent Hessenberg variety
まず,[8] に基づいて,一般に Hessenberg variety を定義しておく1. A を複素数に値を
持つ n\times n の行列とし, h : [n]\rightarrow [n] を次を満たす関数とする :
h(1)\leq h(2) \leq. . . \leq h(n) ,
h(j)\geq j (j\in [n]) .




このとき, A と h に付随する Hessenberg variety \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(A, h) \subseteq Fl (\mathbb{C}^{n}) は次のように定義
される旗多様体の代数的部分集合である :
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(A, h) := \{V. \in Fl(\mathbb{C}^{n}) |AV_{j}\subset V_{h(J)} (j\in [n])\}.
ここで, V_{\bullet}= (V_{0}\subset V_{1} \subset\cdots \subset V_{n}) である. A をべき零行列,んを恒等関数に取ったもの
は,Springer fiber と呼ばれ,対称群の幾何学的表現論において重要な役割を果たすことで
知られている.ここでは少し別のクラスのHessenberg variety を考察する.
そのために, n\times n の行列 N を
N:= (^{0} 01 . 1. 0^{\cdot} 01) (1)
とおく. N はregular nilpotent matrix またはprincipal nilpotent matrix などと呼ばれる.
このべき零行列 N から定まるHessenberg variety \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) をregular nilpotent Hes‐
senberg variety と呼ぶ.
例えば, h(j)=n(1\leq j\leq n) の場合は \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)=Fl(\mathbb{C}^{r}りであり, h(j)=j+1 (1\leq
 j<n) の場合の \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は (A_{n-1} 型の) Peterson variety と呼ばれている.
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は一般に特異性を持つ射影多様体であり,次のような性質を持つ.
命題2.1. ([8] , [4])
(1) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は複素アフィン空間によるpaving を持つ.
(2) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は既約で,次元は \displaystyle \dim_{\mathbb{C}}\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)=\sum_{j=1}^{n}(h(j)-j) .
性質 (1) より, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の特異コホモロジーの奇数次部分は 0 であるが,実はさらに
次が成り立つ.
命題2.2. ([2]) \mathbb{Q} 係数の特異コホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q}) は次数2で生成されるポ
アンカレ双対代数であり,次のように記述される :
H^{*}\backslash (\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N_{\dot{J}}h);\mathbb{Q})\cong \mathbb{Q}[x_{1}, . . . , x_{n}]/(f_{1}, \ldots , f_{n})
ここで,各 x_{i} はFl (\mathbb{C}^{n}) の第 i標準直線束の双対を \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) に制限して得られる直線東
の第一チャーン類を表し,また, f_{j}:=\displaystyle \sum_{k=1}^{J}x_{k}\prod_{l=}^{h(j)}J+1(x_{k}-x_{\ell}) である2.
2h(j)=j のときは \displaystyle \prod_{l=j+1}^{J}(x_{k}-x_{\ell})=1 と約束する.
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例えばn=3 で, h(1)=2, h(2)=3, h(3)=3 ならば,コホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q})
は
\mathbb{Q}[x_{1}, x_{2}, x_{n}]/(x_{1}(x_{1} - x2), x_{1}(x_{1}-x_{3})+x_{2}(x_{2}-x_{3})_{\dot{J}} x_{1}+x_{2}+x_{3})
で与えられる.
3 ボアンカレ双対性と体積多項式
命題2.2より, H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q}) は次数2で生成されるボアンカレ双対代数なので,体
積多項式とよばれる多項式のanihilatorを用いて書く ことができる.すなわち,
m(h) :=\displaystyle \dim_{\mathbb{C}}\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)=\sum_{j=1}^{n}(h(ji)-j)
と書く とき,最高次の基底 e\in H^{m(h)}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q})(\cong \mathbb{Q}) をひとつ選び, $\lambda$_{1} , . . . , 煽を変
数とする多項式琉(  $\lambda$ ) を次の条件で定める :
($\lambda$_{1}x_{1}+\ldots+$\lambda$_{n}x_{n})^{m(h)}=V_{h}( $\lambda$)e for all $\lambda$_{1}, \cdot , $\lambda$_{n}\in \mathbb{Q}
このとき,
H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q})\cong \mathbb{Q}[\partial_{1}, . . . , \partial_{n}]/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(V_{h}( $\lambda$)) (2)
である.ここで, \mathbb{Q}[\partial_{1}, . . . , \partial_{n}] は \partial_{1} , . . . , \partial_{n} を変数とする \mathbb{Q} 係数の (可換な) 多項式環で,
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(V_{h}( $\lambda$)) は各 \partial_{i} を試 と見なして琉(  $\lambda$ ) に作用させると消滅するものからなるイデアル
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(V_{h}( $\lambda$)) :=\{g\in \mathbb{Q}[\partial_{1}, . . . , \partial_{n}] |g(V_{h}( $\lambda$))=0\}
である. V_{h}( $\lambda$) はボアンカレ双対代数の体積多項式と呼ばれ3, (2) の意味で環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q})
を完全に決定するものである.
命題3.1. ([3]) 任意のんについて,次が成り立つ.




さて,strict partition  $\lambda$= ($\lambda$_{1} >$\lambda$_{2}> >$\lambda$_{n}) から定まる \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) の既約表現を砥と
書く とき ([6]) , V_{h}( $\lambda$) の表示 (3) に現れる差積 (\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)=Fl(\mathbb{C}^{n}) のときの琉(  $\lambda$ ))
\displaystyle \prod_{1\leq k<\ell\leq n}\frac{$\lambda$_{k}-$\lambda$_{\ell}}{\ell-k} (4)
はPlfucker 埋め込み Fl (\mathbb{C}^{n}) \mapsto \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*}) の下でのシンプレクティック体積である (射影空間
の上の標準的なシンプレクティック形式を用いる) . 今,(3) の V_{h}( $\lambda$) の表示は任意の h で
成り立つので,一般のんについても砿(  $\lambda$ ) の意味付けを \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の幾何の言葉で与えた
い.しかし,先で述べたように, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は一般に特異性をもつので,シンプレクティッ
ク体積を代数幾何学の言葉で捉え直そう.
定義3.2. 複素代数多様体Xの射影埋め込み X\mathrm{c}\rightarrow \mathbb{P}^{m} について,埋め込みの次数をdimc X
の階乗で割った数を,射影埋め込み X\rightarrow \mathbb{P}^{m} の体積と呼ぶ.
この定義を用いると,先ほど考察した差積 (4) は射影埋め込み Fl (\mathbb{C}^{n})\mapsto \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*}) の体積
であるということができる.今,
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)\subseteq Fl(\mathbb{C}^{n})\mapsto \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*})
により \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の射影埋め込みが得られる.これを \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の  $\lambda$ についての Plücker
埋め込みと呼ぶことにする.
以下で本研究の主定理を述べる.んは  h(j)\geq j+1 (1\leq j<n) を満たすことを仮定する
が, h(j) =j なる 1\leq j<nが存在する場合は,そのような j をもたない regular nilpotent
Hessenberg variety の直積に分解することが分かっているので ([5, Theorem 4.5]) , この
仮定は一般性を失わない.
定理3 \cdot3. ([1])  h(j) \geq j+1 (1 \leq j < n) とする.任意の strict partition  $\lambda$= ($\lambda$_{1} > $\lambda$_{2} >
. . . >$\lambda$_{n}) について,(3) で与えられる Vh (  $\lambda$ ) はPlu\cdot cker埋め込み \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)\mapsto \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*}) の体
積である.
系3.4. ([1],[3]) h(j) \geq j+1 (1 \leq j <n) とする. Pl\dot{u}cker埋め込み \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) \mapsto \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*})
の体積琉(  $\lambda$ ) により,特異コホモロジー環は
 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h);\mathbb{Q})\cong \mathbb{Q}[\partial_{1}, . . . , \partial_{n}]/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}(V_{h}( $\lambda$))
と表される.
定理3.3の証明の詳細は [1] に譲ることにして,ここではその概略を説明する. \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)
は次のようにして,regular semisimple Hessenberg variety の平坦退化として書く ことがで
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きる.すなわち,互いに相異なる複素数 $\gamma$_{1} , . . . , $\gamma$_{n} を固定し,
$\Gamma$_{t}:= (^{t$\gamma$_{1}} t$\gamma$_{2}1 . 1.
とおく.このとき,
t\dot{ $\gamma$}_{n-1} t$\gamma$_{n}1) , t\in \mathbb{C}
X(h) :=\{(V., t)\in Fl(\mathbb{C}^{n}) \times \mathbb{C}|$\Gamma$_{t}\subseteq V_{h(J)} (j\in [n])\}
を考えると,自然な射影
 $\pi$:\mathfrak{X}(h)\rightarrow \mathbb{C} ; (V., t)\mapsto t
があり,集合としては $\pi$^{-1}(t)=\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{t}, h) である.特に, t\neq 0 のファイバー \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{t}, h)
はregular semisimple Hessenberg variety と呼ばれ,滑らかな射影多様体であり, t=0 の
ファイバー \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{0}, h) はまさに \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) そのものである.
\mathfrak{X}(h) は代数多様体なので,自然なスキーム構造を持っており,その下で  $\pi$ :  X(h) \rightarrow \mathbb{C}
をスキームの射と見ると,  $\pi$ は平坦射である.詳細は [1] に譲るが,実は  $\pi$ の (閉点のス
キーム論的な) ファイバーは全てreducedであることが証明できる.  X(h) による平坦退化
は Fl(\mathbb{C}^{n}) の中で起きていると思うことができるので,PIücker 埋め込み
Hess ($\Gamma$_{t}, h) \subseteq Fl(\mathbb{C}^{n}) \leftarrow\not\simeq \mathbb{P}(V_{ $\lambda$}^{*})
の体積は  t\#こ依存しないことが従う.
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{t}, h) (t \neq 0) は滑らかな射影多様体なので,射影埋め込みの体積はシンプレク
ティック体積そのものである.さらに \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{t}, h) は n次元のトーラス作用を持っており,
Atiyah‐Bott の局所化公式を使うことで,(3) で与られる琉(  $\lambda$ ) がそのシンプレクティック
体積であることを証明することができる.結果的に, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N_{\dot{\text{・}}}h)=\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}($\Gamma$_{0}, h) のPlücker
埋め込みの次数は琉(  $\lambda$ ) であることが従い,定理3.3が証明される.
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